STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

ZW 1958 - 012

Voordracht in de serie "Actualiteiten"

Dr. C.G. Lekkerkerker

31 mei 1958

Samengestelde convexe lichamen

1958



BRI

The Mathematical Centre af Amsterdam, founded the 11th of February 19486, is a non-profit
institution aiming at the promotion of pure mathematics and its applications, and is
sponsored by the Netherlands Government through the Netherlands Organization for
Pure Research (Z.W.0)) and the Central National Council for Applied Scientific Research
in the Netherlands (T.N.O.), by the Municipality of Amsterdam and by several industries.



ZW 1958-012

Voordracht in de serie

"Actualiteiten™

door

Dr C.G. Lekkerkerker

31 mei 1958

Samengestelde convexe lichamen

1. De volgende overweging 1s het ultgangspunt van de meet-
kunde der getallen. Zi] f(xq,.,.,xn) een reéle functie
van n veranderlijken (n=2) en . een positief getal.
Laat K de verzameling der punten x:(xq, ,..,xn)e R, zijn,
waarvoor {f(xq,...,xn)]<:}a. Dan kan de vraag of e¢r ge-

hele getallen u,,...,u, zijn met ]f(uq,...,un)kyb cok

aldus geformuleeprd worden: bevat K een roosterpunt
uz(uq,...,un)?

Veelal is f een homogenc functie (van positieve
graad). Dan is 0=(0,...,0) een triviale oplossing en
vragen we ultsluitend naar roosterpunten u#0 in K.

We beperken ons in het volgende tot het geval dat
K een gonvex lichaam is, We geven het volume van K aan
met V(K) en noemen K O-symmetrisch, als het punt O mid-
delpunt van K is., De fundamentele stelling is hiler de

bekende
Hoofdstelling van Minkowskl, Als K begrensd, convex en

O-symmetrisch is en V(K)s> 2", dan bevat K een rooster-
punt u#0,

In deze stelling kan de voorwaarde V(K)s 2" niet
verzwakt worden, zoals blijkt, als we voor K de kubus:
ixﬂ < 1 (i=1,...,n) nemen. Toch heeft reeds Minkowski
een essentiéle verscherping van zijn hoofdstelling gege~-
ven, Om deze te formuleren voeren we ecrst enkele be-
grippen en notaties in, We behandelen daarbij de punten
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xGERn als vectoren en noemen b,v, x afhankelijk van cen stel-

sel punten x(q),...,x(k), als er reEle getallen S PRERPLP
zijn met

- (1) (k)
(1) X =oe, x0T r xS

De verzameling der punten x die afhankelijk zijn van k ge-
geven punten X(q),...,x(k), d.i. in de vorm (1) te schrijven
zijn, stellen we voor door R(x(q),...,x(k)) (voor k=0 alleen
het punt 0). Verder geven we, als K een (O-symmetrisch, con-
vex) lichaam en A>0 is, met A K aan de verzameling der pun-
ten A X met X €K; voor A'>A is A'KD A K, We kiezen nu op-

volgend positieve getallen Aq,...,h en roosterpunten

n
u(q ,...,u(n), en wel als volgt (K is de afsluiting van K):
Aq = klelnste positieve getal, waarvoor AqK een rooster-
(2) punt u(1)¥o bevat; algemener

Ay = kleinste positieve getal, waarvoor A
punt u(i)¢ R(u(q),...,u(l'q))bevat (
Dat er getallen Ai en roosterpunten u(

iK een rooster-
1€

ign).
1) met de boven-
genoemde elgenschap bestaan, volgt uit de overweging dat O
middelpunt van het convexe lichaam K 1s en dat A K voor vole-
doend grote A dus de kubus |x| g1 (i=1,...,n) bevat. Men
merke op, dat u(i) Juist op de rand van fliK ligt. De punten

u(l), of liever (met Pt oog op de O-symmetrie van K) de

i) zijn door het bovenstaande voorschrift

puntenparen iu(
niet noodzakelijk eenduidig bepaald, Echter wel de getallen
Hi; want Ai is niets anders dan het kleinste positicve ge-
tal, zodanig dat AiK tenminste 1 onafhankeliljke roosterpun-
ten bevat, We noemen de door (2) gedefinieerde getallen Ai

de successieve minima van K., Het is duldelijk dat

(3) A,S Ay A,

De bedoelde verscherping van de hoofdstelling luildt nu:
Tweede stelling van Minkowski. Als K een begrensd, convex en

O-symmetrisch lichaam is, en als de getallen Ai (1€1gn)
gedefinieerd zijn door (2), dan geldt

n
(4) AL A A v(K) g2,

200-
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Gebruiken we (3), dan leidt (4) tot AE“ v(K)=v(A1K)g2“,
wat aecquivalent is met de bewering van de hoofdstellingi
Het bewijs van de tweede stelling van Minkowski (zie [1,2])
ligt veel dieper dan dat van de hoofdstelling en maakt op
essentifle punten gebruik van de convexiteit, Veel gemakke-
lijker is het een ondergrens voor het linkerlid van (4) te
vinden, Daartoe merken we op dat de punten A -1 V]”'_ Aan (n)
alle tot ¥ behoren. Dan bevat K het 27-eder met hoekpunten
iAi‘qu(i) en is dus

v(K) = 2° (ntAR,...A )70 \aes(ul™), ., ulohy] |

1
Verder is det(u(q),...,u(n)) een van nul verschillend geheel
getal, Wec vinden dus
n
(5) AR oo AL V(K) e 27/n!

. We gaan thans over tot de besprekling van een door Mahler Lﬂ
aangegeven methode om aan een gegeven convex lichaam, of
ook een gegeven stelsel convexe lichamen,een nieuw convex
lichaam, het z.g., samengestelde (compound) convexe lichaam
toe te voegen, Daarblj gaat het er vooral om ongelijkheden
af te leiden voor de diverse daarbij optredende successieve
minima. Zoals Mahler aangeeft, kan men uit zijn resultaten
door specilalisatie een nieuw bewijs halen van het transfer-
principe van Chintsjin (Uebertragungsprinzip van Khint-
chine). In het algemeen is het samengestelde convexe
lichaam van hogere dimensie,

Zij p een natuurlijk getal < n., Laten X(i)z(xﬂi""’xni)
(i=1,...,p) P punten in R, zijn. Aan elk stelsel {v{ van p
indices vq,vg,..,,vp net 1¢ v1< vgc:...<vppsgn voegen we toe

de determinant x =X egeven door
V} queooovp, g g

X ca-X
(6) x,, =det(x, )= |.21" %]
v} i X ce .
P v.Dp i
In totaal zijn er N~(p)stelsels §vi en determinanten Xog
We rangschikken ze in de cen of andere volgorde en geven ze

in die volgorde aan door ; 1,...,5 N Met de p punten
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x(q),...,x(p) laten we nu corresponderen het punt
%:(54,...3§N) in Ry. We noemen { het samengestelde punt der
punten x en geven het aan met % =§:x(1),...,x(p)1

Als 2= pgn-2, dan voldoen de determinanten X{v& aan
zekere homogenc algebraische vergelijkingen, Het punt
ligt daarom op een zekere algebraische varié&teit L (n,p)c Ry
die een kegel is met top in 0. Deze vari&teit zal in het
volgende geen rol spelen,

Belangrijk 1s dat met een affiene transformatie van Rn,
(i), een affiene transformatie van het
samengesteldevpunt % in RN correspondeert. Z1j eens A=(aij)
een affiene transformatie van R_., Men verifieert gemakkeliljk
dat voor willekeurige punten x( ) de codrdinaten van het sa-

werkend op de punten x

mengestelde punt % = EAx(q),,..,Ax(p)] gegeven worden door

(7) { % = ZZ +det (a 1“3) X{P&

We geven met A(p) aan de Nx N-matrix met elementen

de

{ §§ =t +det ) en noemen A(p) de p samengestelde

1}*3

matrix van A, Uit de determinantenleer is bekend dat

de (p) —- . P ,_Np__<n"q>
(8) det A = (det A) ; P=oo= D=1
Laten nu gegeven zlijn p begrensde, gesloten, convexe,
O-symmetrische lichamen Kq,.. SK in R . 21] Z. de verzame-
] in RN met x( >g K (i=1,.005P)

Dan heet het convex omhulsel van 2

ling der punten [ x(q),
(i.e. de kleinste ge-
sloten convexe verzameling die X bevat) in RN het samenge-~
stelde convexe lichaam van de lichamen Ky, aangegeven met

K= [Kq,...,K ] . Ingeval de p convexe lichamen K, identiek
zijn, stel K =K, schrijven we K=K p), en noemen we?ilaet
pde samengestelde convexe lichaam van K.

We laten zilen dat]{’een begrensd, gesloten, convex,
y is. Het is duldelijk dat XK be-
grensd, gesloten en convex is, Omdat bljv K,1 Q- symmetrisch
is en [ 1) (2) . ] = [x 1) . (v)
7, en dus ?{ ook O symmetrlsch Als verder e(1>,...,e(n)
A€ osrdinaat 1 en overige 0O) in R, zijn

O-symmetrisch lichaam in R

de eenheidspunten (1
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en elk der lichamen K, de punten ié}e(q),;. Se( g bevat( )
(S > 0), dan bevat H de N punten +§PePh = 15PTe “) ,evp],
Immers voor clk stelsel {v% is CSGT 1) een punt van K,
(i=1,..,,p). Nu heeft ¢t gén codrdinaat 1, terwijl de overi-
ge O zijn, m,a.w, de puntencﬂ%ﬁ zijn de eenheidspunten in RN‘
Uit een en ander volgt dat?{ een omgeving van O bevat, Dus
is}{ een lichaam,

. We leiden nu enige stellingen over het volume en de successie-

ve minima van ¥ af, in geval de lichamen X, identiek zijn, We

i
hebben daarbij nodig de eigenschap dat een willekeurig be-

grensd, convex, O-symmetrisch lichaam K in Rn in te sluiten
is tussen twee ellipsoiden E en AE om O, waarbij A een con-
stante is die alleen van n afhangt. Men kan deze eigenschap
als volgt inzileny¢ als E de ellipsoide in X is met maximaal
volume en A voldoende zroot is, dan bevat het convex omhulsel
van E en een willekeurig randpunt van A E een ellipsoide met
volume > V(E), zodat de randpunten van AE buiten K liggen.
Men kan bewijzen dat men kan nemen A = Vn.

Voor de volumina V(K) en V(X) in R, resp. Ry geldt nu:

Stelling 1., Er ziljn twee positleve constanten ¢, en Crs dle

I]

alleen van n en p afhangen, zodanig dat

(9) e s V) V(K)F <o (r=(371))

Bewijs, 2i] Gn de eenheidsbol in Rn’ Zij verder E een ellip-

solde om O met ECKE VBE, en zi) A een affiene transformatie
van R met E=AG . Zij tenslotte [ ‘P/= [a ]( en &= [E}(p).

Dan is 8=A(p>nn(p), wegens (8) dus

v v(e) " = v Py ve )T,

waarblj het rechterlid alluen van n en p afhangt Verder 1ligt

V(K) in tussen V(E) en n2n ( ), en is EEJ{ Ean &, zodat
V(X) inligt tussen V(&) =Pl V(&). Daaruit volgt de stel-
ling,

!\)('—-'

We beschouwen vervolgens de successieve minima van 7{,
stel fo,..., py. Dus i, is het kleinste positieve getal, waar-
voor/uk?f tenminste k onafhankelijke roosterpunten in RN bevat
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(k=1,..,,N), We beschouwen ook de successieve minima
Aq,...,in van K en voeren in de producten
=4, A, ...4
DF e
We rangschikken de grootheden M ) naar opklimmende grootte
1,...,Mn. Er geldt

Stelling 2. Er 1s een positieve constante 03, die alleen van

en geven ze in die volgorde aan door M

n en p afhangt, zodanig dat

(/]O) CBMké}LKEMk (k=’1,.-a’1\])l

Bewijs., Krachtens de definitle van successieve minima is er
een stelsel van n onafhankelljke roosterpunten u(q),...,u&wéfﬂw
zodanig dat u((g)op de Eand van A K ligt, De samengestelde
punten u ~[g L 50805l p ] zijn rqoqterpuntun in R Daarblj
geldt L}i} A(p> e Joor alle systemen {v} , als A een af-
(1)=Ae(i) (i=1,...,0n). Dus
zijn de punten u 12 onafhankelijk (zie punt 2, eind).

Wegens u(i)e AiK(izﬂ,...,n) is voor alle systemen §»}

} (»
Tt = K1 M

Als nu M{v bij de hierboven ingevoerde rangschikking de index

fiene transformatie in Rn is met u

k gekregen heeft, dan liggen tenminste k punten ubtin M{v35£ .
Dit wil juist zeggen dat m, g Mk(k—:.’l,...,N).
Hieruit kunnen we het eerste deel van (10) als volgt af-
leiden, Uit (8) en (5), toegepast op K resp.?{ﬁ, volgt dat
N_np

Pafaop VIHY 2777
T, A V(O -

[

P . .
We hebben (ﬁqaz...ﬂn) =M,M,. ..M. Passen we stelling 1 toe,
dan vinden we dus dat
f%/lE"'J#N o e - 2N-—nP
’M’Mg...MN = 73 Nlcq

Wegens u, < M (k=1,...,N) volgt hieruit/xk; c
Daarmee 1s de stelling bewezen,

3 Mk(kr—,\’poo’N)o



- -

L, We geven thans de toepassing op het transferprincipe van
Chintsjin. We¢ beschouwen eerst een willekeurige nX n-ma-

trix A:(ai ) met determinant 1 en de pde samengestelde
matrix A(p)z aég> . 213 K het parallelotoop in Rn en

Q het parallelotoop in RN’ bepaald door

n
(11) K2 | & a, x. }51(i=1,...,n) s

izq I

N
Q: Qzﬁ aéi)g ¥

s/l (h:-/l;oo-jN)c

Ziji% = [K] (p)‘ Er z1jn twee vaste positieve constanten
e',e" met ¢'Q¢ 7{ Cc'"Q., Want dit geldt als A de eenheids-
matrix is, en de ongelijkheden blijven gelden bij affiene
transformatie. Laten nu A1= A,a-z,...,l n de successieve
minima van K zijn, en /“1”"’/“N diec van 3?. En ZiJJ¢
het eerste successileve minimum van Q.

Voeren we de grootheden Mk in zoals hierboven, dan
geldt quﬁq&g ...AF)Q qu=;\p (zie (3)). Verder is V(K)=2";

wegens (4), (3) en (5) hebben we dus
- B-p n-p
Mqé;{~¥l-—~— < (AEAB"‘A ) Etﬁ!g(n!&)n—q .

n

P+ #)

Vervolgens is, op grond van (10), 03M1S}L15 M,. Tenslotte
volgt uit CWQ§3{§0”Q dat é;}i%}anI?wji. Dit voert ons
tot de volgende

Stelling 3, Zijn de parallclotopen K en Q gecefinieerd

door (11) en heeft A:(ajJ) determinant 1, dan zijn de
eerste successieve minima A en povan K resp. Q verbonden

door de ongelijkheden
1 n-p
(12) Ascuﬂp :/4‘505(1 0= H

go]

waarbij de constanten ¢y en 05 alleen van n en p afhangen,

Om nu tot het transferprincipe van Chintsjin te komen,
nemen we p=n-1 en beschouwen we een getal t>0 en een
stelsel van p=n-1 reéle getallen x%,...,ué, diewénafhanke~
1ijk zijn over de ring van de gehele getallen, De volgende
matrices horen dan bij elkaar:



tP tgxq - -~ - tExp £=P
£ |
A = , B= "W b, ,
B VI Ty
O(p

waarbij alleen in de hoofddiagonaal en in de eerste rij,
resp., kolom elementen #0 staan, Dan is B de pde samengestelde
matrix van A en omgekeerd, We beschouwen getallen > 0 met
de eigenschap dat aan het stelsel ongelijkheden

(1) }uq&%+...+u5xb+u015;§‘(pfp) 5 }ui(ggg (i=1,...,p)

bl onbepaald toenemende voldaan is voor oneindig veel ver-
schillende stellen gehele getallen uo,u15...,up, en daarnaast
getallen J’; 0 zodanig dat aan

1+t '
- 5 ) ‘
(I1) \dei“vihsjz (i=1,...,p) }volégq
vVOoor M->on voldaan 1s voor oneindig veel stellen gehele getal-
len VsV

Uit de hoofdstelling van Minkowskl, toegepast op een

parallelotoop in Rn’ valt af te leiden dat zeker de getallen

ﬂ=o, resp.é*:O de genoemde elgencschappen bezitten., Maar voor

oo gV
sV

bepaalde stellen {wi} 1s het mogelijk dat de genoemde eigen-
schappen voor grotere waarden vanJﬁ en J’gelden. Daarbilj
geldt (zie [4]):

Stelling 4. Als het stelsel (II) oneindig veel oplossingen
toelaat voor een zekere wazrde van §» 0, dan laat (I) onein-
dig veel oplossingen toe, als }Sag’. Als omgekeerd (I) on-
e1ndlg veel oplossingen toelaat voor een\ﬁ%g,o, dan (II) voor

s P +(p-1)
Bewijs. Onderstel dat (II), voor zekere waarden van 7 en 4.

een oplossing‘heeft. We bepalen t zodanig dat t"pz:zth P
1
Dus tpMsz "¥ | Dan heeft het lichaam

3

(13)  Je(yyo-vle 1 (3=1,..,0) Py <

eerste minimum Ag;t'pwz. Wegens stelling 3 heeft dan hét



i

lichaam

(14) )tp@quq+...+o%xp+xo) B xi}g 1 (i=1,...,p)

!1\
eerste minimum_p.g.cq(t“pwl)p . Dan heeft (I), bij weglating
van factoreg Cps €en oplossing met i

- D ~{p+p) _ L-p ~{p+1) D
Ewtj,l.m'r& , E P =t u~t 12 Q .

Dus kunnen we nemenjﬁh.g", Laten we Q onbepaald toenemen, dan
vinden we het eerste deel van de stelling.

Laat nu omgekeerd (I) een oplossing hebben voor zekere
E en P . We bepalen t z6 dat t =tp§ —(pfﬂ)' Dan is
gLy PFIA en neeft het lichasm (14) eerste minimum
Astfxlé. Dui heeft het lichaanm (13) ecerste minimum
}cécu(t"q %)p : W: v%nden dag gII) cen oplossing heeft met

ng%nwt"ﬁ”§5=§p+ﬁrﬂ

1+ p+1 1 .
- “T%‘ﬁzg“(”@)

S

"Z :tﬂf\'t

We moeten dusolf zo kiezen dat (’1+,}*)(p+/6-,§)<p+[3, ofwel
)’ » Daarult vinden we hef tweede deel van de

pT+{p-1)f

stelling,

De vraag doet zich voor of er analoga bhestaan fan de stellin-
gen 1 en 2, ingeval de lichamen Ki niet identiek zijn. In
plaats van het middelste 1id van (9) moeten we dan beschouwen
de ultdrukking

“P/p

{15) V“Q)TVK) .

Mahler [5] laat aan de hand van het stelsel lichamen
n

n--
o . g n-1
Ky j;__qlxjtsﬂ (1=1,...,0-1) » K0 7 é!le v x| <1
(2> 0) gemakkelijk zien dat er geen bovengrens voor T bestaat,
Wel kan men aantonen [6] dat er algemeen een positieve
ondergrens voor de ultdrukking T is, en evenzo dat het tweede
deel van de ongelijkheid (10) algemeen geldt. Dit berust op
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een generalisatie van de in punt 2 afgeleide eigenschap dat
de N samengestelde punten dile gevormd kunnen worden ult n
onafhankelijke punten u'l) onafhankelijk zijn. Als

{}L}zzijiq""’/ip% éhzﬁ)} = { vq,,..,vpg twee indicessyste-

men zijn (met 1T€v,< Y, ,,.<;vpszw), dan zullen we schrijven

AR EEY
als My g vy voor i=1,..,,p. De N indicessystemen {v} zulle
we, in een of andere volgorde, aangeven met {1)(1 % . {v(NQ

Er geldt nu de volgende

Hulpstelling., Laten gegeven zijn p systemen van n onafhanke-

1ijke punten X(i’q),..., (l n) in R, (i=1,...,p). Dan zijn

er N indicessystemen{ } {/“'%:"' ’/“-pk} (15 py g0
voor alle i en k; k=1,...,N), zodanig dat

Sy e

1., de N samengestelde punten
in Ry zijn onafhankelijk.
2

b {9 0N voor 1en, ...,

Voor het bewljs van deze hulpstelling, door volledige
inductie naar p, zij verwezen naar [‘6] .
We bewljzen nu

Stelling 5. De uitdrukking T, gegeven door (15), heeft ecen
posiltieve ondergrens,

Bewijs, Laten A de successieve minima van K zijn

see ey
LT (10
J <1

en laten n onafhankelijke roosterpunten in

Rn zijn, zodanig dat X op de rand van & JKl ligt
J
(j=1,...,0; di=1,.,.,p). Voor een willekeurig indicessysteem

stellen we L = A A B . We mogen zonder
Lp Db T AR TRy
beperking aannemen dat de volgorde van de lichamen Ki z6 ge-

kozen 1s dat het product

=17 L
{vp "D}
over alle systemen lv} ={))(k)} ten hoogste gelijk is aan
het geometrisch gemiddelde:

n N/n b N/n
v
(j L{J:Jy-o-;j}) =<j‘=/l Jlr/‘ Al:z])

We nemen nu N indicessystemen{}L(k)} met de in de hulpstel-

ling genoemde eigenschappen, Dan zijn de N punten i/“iw
onafhankelijk. Bovendien zijn het roosterpunten. De punten
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. (k) N N
i’S%/L spannen dus een 2 -eder op met volume 2 2°/N!
(vgl, bewijs van 25;). ()
, k k) - :
Verder is {}L <{v l, dus L{#(k)} < L;v(k)}
(k=1,...,N). En uit de definitie van dé getallend, . Volgt
~1%{ ™l sd
) E FUs alle tot?f behoren, We
hebben dus }

V(U‘{)e%j—[ LVLUL(k)})

Toepassing van (4) op de lichamen K, geeft dus, wegens N/n=P/p,
N P
2 -P N-pN
ts i T (A g ey V() TE/P 5 NPy

dat de punten (L{ (x)
Iz

N

-1 2N -1 o
> m'“c”{y(k)ﬁ = WL -

i1 12

Daarmee 1s de stelling bewezen,

Stelling 6. Laten de systemen {y} zd gerangschikt zijn, dat
de rij der producten L{v (k)} niet-dalend is, en schrijf
LQ» (kh_ =M (k=1,...,N). Laten Jqs o5 py de successieve
minima varx?f zijn. Dan geldt

(16) M S My (k=1,.0.,N).

Bewljs. Kies weer de indicessystemen {}L(k)} zoals hierboven,
Voor de punten %{}fk?, geleverd door de hulpstelling, geldt
dan

{ i
%z/‘(khg L{/L(k)% HCL{v(k)gjf: M K (=1, LN)

Verder zljn dezec punten roosterpunten en onafhankelijk. Daar-
uilt volgt de stelling.
Uit de beschouwingen van deze paragraaf volgt ook dat er
geen analogon is van het eerste deel van de ongelijkheid (dO).
Zzwakkere resultaten wérden verkregen door Rogers [7] ;

Tot slot vermelden we een vergaande generalisatie die Mahler
[81 gegeven heeft van de beschouwingen onder 2 en 3. Laten
Psn en N natuurlijke getallen zijn. Mahler beschouwt nu een
afbcelding, dle aan elk stelsel van p punten x(1>,.,.,x(p)

in Rn een punt % =ljx(1),...,x(p)J in RN toevoegt en die aan
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de volgende elsen voldoet:
1. het beeldpunt [X<1) ...,x(p)] is lineair in elk der
punten x(l) afzonderlijk,

2. onder de beeldpunten Lx ) ... (p)]
(x(ﬁ),...y (p)e R ) komen N onafhankeliJke punten in
RN voor,

3. aan elke niet-singuliere lineailre transformatie A van
. \ . ¥
Rn beantwoordt een lineaire transformatie A van RN

zodanig dat

[Ax(q),”.,Ax“ﬂJ - A*[x(q),.“,x(p)].

4, er is een constante P met |det A®| = |det a)F
5, als de punten x(l> (2=1,...,p) ratlonale coordlnaten
hebben, dan ook het toegevoegde punt [x o p)]

in RN'

Bij deze eisen kan het volgende aangetekend worden. Zi]

f een afbeelding die aan de eisen 1 en 2 voldoet, anders ge-
zegd een multilineaire afbeelding van het cartesisch product
R, p~R X Ry X ... xI% in RN, zodanig dat RN voortgebracht wordt
door het volledlge beeld f(R Py, Men kan R, ® op natuurlijke
wijze inbedden in het tcnsorproduot R, [e1." REGR®... R, --
te ?eschrigven als een euclidische ruimte met basis
%e(lq)@@e(lg)@,,@e lp)} (1=i,gn,...,1€i gn) -- met de
volgende eigenschap: elke afbheelding f die agn 1 en 2 voldoet,
is ult fe breiden tot een lineaire afbeelding £* van R LP] op
RN’ Ook bepaalt elke niet-singuliere transformatie A& van R
een lineaire transformatie A[p] van R YP] . Daarblj 1is, zoals
men gemakkelijk inziet, de afbeelding A—».A[p]een geheel
rationale representatie van de transformatlegroep van R in

R (] van de graad p.

Laat E een willekeurig punt van R el zijn, De eis 3 im-
pliceert dat, voor alle A, de beelden van de punten § en
A[p]‘g (E € Rn[pj) bij de afbeelding f verbonden zijn door
een eenduidige (en dan vanzelf lineaire) transformatie e

daarbij moet voor A dus gelden

£ ALp:l?: p¥ 1*5 .
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Dit is dan en slechts dan het geval als de nulrulmte van £¥

in Rn[p] invariant is voor alle (z.g. bisymmetrische) trang-

formaties A[p]

g Lpl
N

. Daarbij 1s R,. isomorf met de factorgroep van

naar een invariante deglruimte.

De elementen van de matrix A*'hangen linear af van die
van A[p]. Uit het voorgaande volgt nu dat A-»A" een geheel
rationale representatie van de graad p van de transformatie-
groep van R_ 1in Ry isf Daaruit valt U af te leiden, met
P=pN/n.

De eis 5 houdt in dat de roosterpunten in Rn afgebeeld
worden in een deelrooster van eindige index van het rooster
der punten in RN met als coBrdinaten veelvouden van een vast
rationaal getal,

anler kan ult de eisen 1-5 gemakkelijk generalisaties
van de stellingen 1 en 2 afleiden. We besluiten met het stel-
len van het volgende
Probleem, Is het mogeclijgk de stellingen 5 en 6 te generalise-
ren voor hiet hier beschouwde geval?
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